Théoreéme de Bernstein pour les séries entieres

Référence : Gourdon, Analyse p.251

Théoréme :
Soita > 0 et f:] —a,a]— R de classe €. On suppose que :

Vk € N,Vx €] —a,al, f*(x) > 0

Alors, f est développable en série entiere.

Preuve :

I1 suffit de montrer que pour tout b €| —a, a[, la fonction f est développable en série entiere
sur | — b,b[. On fixe b €]0,a].

Etape 1 :
Soit F(x) = f(x) 4 f(—x). La fonction F est paire, donc pour tout k € N, F2*1)(0) = 0.
On applique la formule de Taylor avec reste intégral a Fen O :
VneN,xe[0,b]:
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On remarque que F(2%)(0) = 22X (0) > 0 par hypothese. Donc 0 < R, (b) < F(b) pour tout
neN!

De plus,
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La fonction ¢ ;;C_—t est décroissante sur [0, x] donc (%)Z”Jrl < (%)Z"Jrl <1

Ainsi, 0 < Ry (x) < (%)Z"Jr]Rn(b) (en remplacant dans (2)) < (%)2"+]F(b) —0car(; <1)
Donc, lim R,(x)=0
n—+oo

Cela s’écrit :
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La fonction F étant paire, le résultat est vrai sur | — b, b|

1. Si on applique (1) en x = b, on a F(b) qui est égale a des quantités posotives (les dérivées en 0) + R, (b).
Cela implique bien que 0 < R,(b) < F(b)



Etape 2 : On généralise a f.
Soit x €] — b, b], pour tout n € N

x2n+1

F() = £0)+...+

X _ \2n+1
ot r(x) = /O % £ (1)

Comme 0 < f27+2)(x) < F(2"+2)(x) alors, |r,(x)| < Rn(|x|), et par encadrement :

ESIEANNORRY

ngr}rlw ra(x) = 0.
p xk
Ainsi, en notant : Vp € N, S, (x) = Z o £%)(0), on vient de montrer que :
k=0""
Jim S50 = 0.
Or: x2n ) 1 x2n 5
Son(x) —S2p—1(x) = (2n)‘f( ")(0) = EWF( ")(0). C’est le terme griéral d’une série conver-

gente donc il — 0 quand n — +oo.
On en déduit que ngrrl Son(x) = f(x), donc ngrrl Sn(x) = f(x) ce qui termine la preuve.
n o n oo



